Anhang 64

B Berechnung der allgemeinen Rotationsmatrix

Im folgenden soll die in der vorliegenden Studienarbeit angegebene allgemeine

Rotationsmatrix ausfiihrlich hergeleitet werden.
Dafiir miissen die Rotationsmatrizen
cosoo. 0 sina

—-sinat 0 cosa

cosp -—sinfp O
R,=R,=|sinB cosfp O] und
0 0 1

1 0 0
R;=R,=|0 cos¢ -sing
0 sing coso

gemil der Gleichung
Rw :R1_1 'Rz_1 ‘Rs 'R, -R; =(R2 'R1)_1 ‘R;-R; -R;

miteinander multipliziert werden. Zur Vereinfachung wurde auf die Darstellung der

homogenen Komponenten verzichtet.
Die inversen Matrizen ergeben sich zu:

cosoo. 0 -—-sina
R'=| 0 1 0 |und
sinac O cosa

cosp sinp O
R, '=|-sinp cosp 0].
0 0 1

Die Inversen der Matrix Ry bzw. R, entsprechen ihren Transponierten. Eine derartige Matrix

wird als orthogonale Matrix bezeichnet [6]. Da fiir diese Klasse von Matrizen gilt, dal das
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Produkt zweier orthogonaler Matrizen wieder eine orthogonale Matrix ergibt, vereinfacht sich

auch die Berechnung von (R; R, )_1 entsprechend:

cosfp —sinfp 0) (cosa 0 sino
R, R, = sinB cosp O} O 1 0
0 0 1) |—-sina 0 cosa

coso.-cosPp —sinB sina-cosP
= cosa-sinf cosP sina-sinf |,

—sina 0 cosa
bzw.
cosa-cosf} cosa-sinf —sino
(R.-R,) " =(R.-R,) =| —sinp cosp 0

sina-cosf  sina-sinff  cosa

Um die allgemeine Rotationsmatrix Ry herleiten zu konnen, werden die bereits im Kapitel zur

Rotation berechneten Werte fiir die homogenen Matrizen R, R, und R; genutzt.

X 0o % o
}LXZ }\4XZ
0 1 0 0
R, = ,
_z 0 X 0
7\-XZ }\«XZ
0 0 0 1
A Yy 0 0
R2= -Y Ax 0 0 und
0O 0 10
0O 0 0 1
1 0 0 0
0 cose -sing O
R, =

0 sing <cose O

0 0 0 1
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Zuerst soll wieder der Ausdruck (R»-R;) bestimmt werden:

X y z 0
- Xy Axz - y:z 0
R2 R1 — 7\.;2 Z(\.xz
-2 0o X o0
Axz Axz
0 0 0 1

Diese Matrix wird jetzt mit R; multipliziert. Auf die Anordnung der Matrizen ist zu achten, da

ein Vertauschen zu falschen Ergebnissen fiihrt:

1 0 0 0 X y z 0
0 cos¢ -sine 0||-2Y . -XZ o0
R, (R, R,) = . k;z ;sz
0 sing cose Of]- 0 0
7\4XZ }MXZ
0 0 0 1 0 0 0 1
X y z 0
XY cosg+-Zsing  j,-c080 -YZ.cosp-—>sing O
— 7\4XZ }MXZ }LXZ }\4XZ
Xy . z . y-z . X
- -8inQ — -cosn® ), -Sine - -sing + -cos¢ O
}LXZ }LXZ ;\4XZ 7\4XZ
0 0 0 1

Fiir den nichsten Schritt wird noch die Matrix (F{g-Fh)'1 benotigt

. Xy oz
Axz Axz
-1 y Axz 0 0
2 Yz 0
Axz Axz
0 0 0 1

Aus Platzgriinden muf} die Multiplikation dieser Matrix mit der inversen Matrix von (Rz-Ry)

komponentenweise durchgefiihrt werden:
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RM:(Rz'R1)_1‘R3'(R2'R1)=
(9) (10) (1) (12)

(13) (14) (15) (16)

. XY oz x y z
7\/XZ }LXZ X - y Z . y .z X .
y A 0 ol |- -COSQ@+—-SiN@  ),,-COS® — -COS@ ———-Sine
= xz . }\XZ XZ XZ XZ
; _¥Z X ol -2 sing--2-cosg 3,-sing -LZ.sing+—>-cose
Axz Axz Axz Axz Axz Axz
0 0 0 1 0 0 0
Die einzelnen Matrixelemente ergeben sich dabei wie folgt:
» X2-y? X-y-z . X-y-z . 2
(1 =X+ > COSQ — 5 SiNQ + >—SiNP+—-Cos®
}MXZ 7\1XZ }MXZ }MXZ

= x° +cos<p~(1—x2)
=x*-(1-cos¢)+coso.

Die Vereinfachung des oben stehenden Ausdrucks wurde moglich, weil der normierte

Richtungsvektor der Drehachse die Linge
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besitzt. Fiir die zweite Komponente sieht man sofort das endgiiltige Ergebnis
2  =xy(1-cos®)-zsin®,

wihrend fiir die dritte Komponente wieder eine etwas ausfiihrlichere Umformung angebracht

1st:

2. 2. - .
(3) =x-z+% yZz'cos(PJrX—zy'sin(Per 22 -sin¢®— =% i'cos(P

XZ XZ XZ XZ

2 .

. . 2. .52
:X'Z+COS(P'[X y z_x2 Z}fsin@‘(—x 2y+y z ]

7\, 2 2 ?\‘ 2
[ —\,2 . —\,2
=X'z+cos®'{$2y)]+sin¢'{LZ)J
1~y 1~y

=X‘2'(1—cos(P)+y'sin(P.

Da sich die anderen Matrixelemente entsprechend herleiten lassen, soll jetzt nur noch das

endgiiltige Ergebnis genannt werden:

X2 (1=cos®)+cos® xy (1—cos®) —z'sin® xz (1—cos®) +y-sin® 0

R = xy (1—cos®)+zsin® y?-(1—cos®)+cos® yz (1—cos®)—x'sin® 0

M xz (1~ cos®)—y sin® yz (1-cos®)+x'sin® z> (1—cos®) +tcos® O]
1

0 0 0



